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Аннотация. В работе дан краткий обзор результатов использования нелинейных конструкций при регрес-
сионном моделировании сложных систем. В частности, рассмотрены нелинейная регрессионная модель для 
аппроксимации кривой мощности ветряных турбин, нелинейная множественная модель для оценки хрупко-
сти горных пород, нелинейная регрессия для прогнозирования краткосрочных нагрузок в системах охла-
ждения общественных зданий, методы оценки большой выборки для нелинейной регрессионной модели. 
Решена задача расчёта оценок параметров однородной вложенной кусочно-линейной регрессионной моде-
ли второго типа на основе применения метода наименьших модулей, которая сведена к задаче линейно-
булева программирования с приемлемой для реальных практических ситуаций размерностью. Формирова-
ние состава задаваемых при этом индексных множеств является исключительной прерогативой разрабаты-
вающего конкретную регрессионную модель исследователя, который использует для этого соответствую-
щие теоретические и содержательные соображения, вытекающие из смысла задействованных независимых 
переменных. Полученные значения булевых переменных указывают на порядок срабатывания внешнего и 
внутренних максимумов в рассматриваемой вложенной модели. Решён иллюстративный пример. 
 
Summary. The paper provides a brief overview of the results on the use of nonlinear structures in regression mod-
eling of complex systems. In particular, the following issues are considered: a nonlinear regression model for ap-
proximating the wind turbine power curve; a nonlinear multiple model for assessing the fragility of rocks; nonlinear 
regression for predicting short-term loads in cooling systems of public buildings; methods for assessing a large 
sample for a nonlinear regression model. The problem of calculating the parameter estimates of a homogeneous 
nested piecewise linear regression model of the second type based on the application of the least absolute values 
method is reduced to a linear Boolean programming problem with a dimension acceptable for real practical situa-
tions. The formation of the composition of the index sets specified in this case is the exclusive prerogative of the 
researcher developing a specific regression model, who uses for this purpose the corresponding theoretical and sub-
stantive considerations arising from the meaning of the independent variables involved. The obtained values of the 
Boolean variables indicate the order of operation of the external and internal maxima in the considered nested 
model. An illustrative example has been solved. 
 
Ключевые слова: регрессионная модель, однородная вложенная кусочно-линейная регрессия второго ти-
па, оценивание параметров, метод наименьших модулей, задача линейно-булева программирования. 
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Введение. При разработке математических моделей сложных систем, в том числе регресси-
онного типа, наряду с линейными часто используются разного рода нелинейные модельные кон-
струкции, которые могут иметь весьма специфическую форму. Так, в работе [1] предложена нели-
нейная регрессионная модель для аппроксимации кривой мощности ветряных турбин, которая вы-
деляется несколькими преимуществами, такими как соответствие физическим свойствам ветряной 
турбины (кривая мощности не превышает наивысшего значения генерируемой мощности), мень-
шее количество параметров для оценки, зависимость только от одного фактора. В [2] для оценки 
хрупкости горных пород использовалась нелинейная множественная регрессионная модель. Ис-
ходными данными послужили результаты лабораторных испытаний горных пород (проникнове-
ние удара, прочность на одноосное сжатие, прочность на растяжение и удельный вес породы), 
проведённых в Институте механики Земли Горной школы Колорадо в США на образцах горных 
пород, собранных из 48 туннелей по всему миру. Исследование [3] посвящено использованию мо-
дели множественной нелинейной регрессии для прогнозирования краткосрочных нагрузок в си-
стемах охлаждения общественных зданий. Ключевые переменные в модели выбираются на основе 
анализа чувствительности, а для повышения точности прогнозирования применяются методы ка-
либровки. В статье [4] разработан генетический алгоритм на основе полного факторного экспери-
ментального плана, который хорошо справляется с тестовыми задачами даже для относительно 
больших интервалов параметров. На основе анализа сходимости алгоритма отмечается, что пара-
метры нелинейной регрессии, которые оказывают более сильное влияние на сумму квадратов 
ошибок, сходятся гораздо быстрее к своим оптимальным значениям. В [5] представлены различ-
ные методы оценки большой выборки для нелинейной регрессионной модели. Эти методы осно-
ваны на предварительных тестах значимости и правиле Джеймса – Стейна. Свойства методов изу-
чаются при оценке коэффициентов регрессии в модели множественной нелинейной регрессии, ко-
гда априори предполагается, что на них могут быть наложены некоторые ограничения. 

В работе [6] предлагаются адаптивная сетевая модель нечёткой системы вывода и три оп-
тимизированные нелинейные регрессионные модели для прогнозирования модуля упругости 
обычного и высокопрочного бетона. Оптимальные значения параметров для этих моделей опреде-
ляются с помощью алгоритма дифференциальной эволюции. В статье [7] рассматриваются нели-
нейные регрессионные модели, когда переменные не могут наблюдаться напрямую, но измеряют-
ся как с мультипликативными, так и с аддитивными ошибками измерения искажения. Предлага-
ются методы оценки условной дисперсии и условной средней калибровки для таких переменных, а 
также нелинейный метод наименьших квадратов для оценки параметров. В исследовании [8] 
предлагаются модификации модели логистической регрессии температуры ручья, которые не тре-
буют никаких дополнительных переменных, которые было бы трудно измерить. Предлагаемые 
подходы тестируются на шести реках, расположенных в различных орографических условиях 
умеренных климатических зон Европы и США. В [9] рассматривается использование стохастиче-
ских алгоритмов для оценки параметров нелинейных регрессионных моделей с привлечением не-
скольких критериев их качества: остаточной суммы квадратов, суммы абсолютных отклонений и 
суммы усечённых квадратов.  

Следует также отметить работы: [10] (порождение и выбор нелинейных регрессионных мо-
делей), [11] (численный метод нелинейного оценивания на основе разностных уравнений), [12] 
(проблема автоматического построения и упрощения нелинейных регрессионных моделей), [13] 
(модели нелинейной функционально-факторной регрессии), [14] (локально-адаптивные регресси-
онные модели с треугольными индикаторными функциями), [15] (нелинейные адаптивные регрес-
сионные модели). 



 
 
 

Целью настоящей работы является разработка алгоритмического способа оценивания неиз-
вестных параметров однородной вложенной кусочно-линейной регрессии второго типа, предло-
женной ранее одним из авторов. 

Идентификация параметров однородной вложенной кусочно-линейной регрессии вто-
рого типа. Рассмотрим регрессионное уравнение (модель) общего вида: 

𝑦 ൌ 𝐹ሺ𝑎; 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥ሻ  ε,   𝑘 ൌ 1,𝑛, (1) 

где 𝑘 – номер наблюдения; 𝑛 – их количество; у – зависимая переменная; 𝑥 , 𝑖 ൌ 1,𝑚 – независи-
мые переменные; 𝑎 – вектор подлежащих идентификации параметров; 𝐹 – вещественная аппрок-
симирующая функция, в общем случае нелинейная; ε – ошибки аппроксимации. Будем полагать 
все переменные модели (1) детерминированными. 

Функция 𝐹  может быть как линейной, так и существенно нелинейной, даже не гладкой. 
Так, в работах [16; 17] введены так называемые вложенные кусочно-линейные регрессионные мо-
дельные формы 

𝑦 ൌ minሼmin∈ூሼ α𝑥ሽ, max∈ሼ β𝑥ሽሽ  ε,   𝑘 ൌ 1,𝑛; (2) 

𝑦 ൌ maxሼmin∈ூሼ α𝑥ሽ, max∈ሼ β𝑥ሽሽ  ε,   𝑘 ൌ 1,𝑛; (3) 

𝑦 ൌ minሼmin∈ூభሼ 𝑎
ଵ𝑥ሽ, . . . , min∈ூಸሼ 𝑎

ீ𝑥ሽሽ  ε,   𝑘 ൌ 1,𝑛; (4) 

𝑦 ൌ maxሼmax∈భሼ β
ଵ𝑥ሽ, . . . , max∈ಹሼ β

ு𝑥ሽሽ  ε,   𝑘 ൌ 1,𝑛. (5) 
 

Индексные множества 𝐼, 𝐽, 𝐼 , 𝑖 ൌ 1,𝐺,   𝐽 , 𝑗 ൌ 1,𝐻 представляют собой подмножества мно-
жества номеров независимых переменных {1,2,…,𝑚}. Заметим, что допускается вхождение неко-
торых из них одновременно в несколько этих индексных множеств. Формирование их состава яв-
ляется исключительной прерогативой разрабатывающего конкретную регрессионную модель ис-
следователя, который использует для этого соответствующие теоретические и содержательные 
соображения, вытекающие из смысла независимых переменных.  

Как указано в работе [16], в моделях (2) – (5) задействован первый порядок вложенности. 
Он может быть также вторым, третьим и т. д. 

В работах [18; 19] представлены алгоритмы оценивания неизвестных параметров простой 
(2) и однородной (4) вложенных кусочно-линейных регрессий первого типа для случая, когда 
функция потерь имеет вид 

𝐿ሺαሻ ൌ  |



ୀଵ

ε| → min, (6) 

т. е. соответствует методу наименьших модулей (МНМ). Эти задачи сводятся к задачам линейно-
булева программирования (ЛБП).  

Применим приёмы такого сведения по отношению к задаче оценивания параметров одно-
родной вложенной кусочно-линейной регрессионной модели второго типа (5). Введём следующие 
обозначения: 

𝑣 ൌ max∈ೕሼ β
𝑥ሽ,𝑘 ൌ 1,𝑛,    𝑗 ൌ 1,𝐻, 

𝑤 ൌ max
ୀଵ,ு

𝑣 ,   𝑘 ൌ 1,𝑛. 

Тогда задача определения параметров β
, 𝑖 ∈ 𝐽, 𝑗 ൌ 1,𝐻 в соответствии с функцией потерь 

(6) сводится к следующей задаче линейно-булева программирования: 

𝑣  β
𝑥,  𝑘 ൌ 1,𝑛,  𝑖 ∈ 𝐽,  𝑗 ൌ 1,𝐻, (7) 

β
𝑥 െ 𝑣  ൫𝑠 െ 1൯𝑀ଵ, 𝑘 ൌ 1,𝑛, 𝑖 ∈ 𝐽,  𝑗 ൌ 1,𝐻, (8) 



 
 
 

∑ 𝑠 ൌ 1,∈ೕ  𝑘 ൌ 1,𝑛, 𝑗 ൌ 1,𝐻, (9) 

𝑤  𝑣,  𝑘 ൌ 1,𝑛, 𝑗 ൌ 1,𝐻, (10) 

𝑣 െ 𝑤  ൫𝑟 െ 1൯𝑀ଶ, 𝑘 ൌ 1,𝑛, 𝑗 ൌ 1,𝐻, (11) 

 𝑟
ு

ୀଵ
ൌ 1, 𝑘 ൌ 1,𝑛, (12) 

𝑤  𝑢 െ 𝑏 ൌ 𝑦, 𝑘 ൌ 1,𝑛, (13) 

𝑢  0, 𝑏  0, 𝑘 ൌ 1,𝑛, (14) 

𝑠 ∈ ሼ0,1ሽ,𝑘 ൌ 1,𝑛, 𝑖 ∈ 𝐽,  𝑗 ൌ 1,𝐻, (15) 

𝑟 ∈ ሼ0,1ሽ,𝑘 ൌ 1,𝑛,  𝑗 ൌ 1,𝐻, (16) 

ሺ𝑢  𝑏ሻ െ δ β


∈ೕ

ு

ୀଵ
→ min



ୀଵ

, (17) 

где δ – заранее назначенное малое положительное число, а 𝑀ଵ  и 𝑀ଶ  – большие положительные 
константы. Второе слагаемое в целевой функции задачи ЛБП (7) – (17) является условием неполу-
чения лишённого смысла решения.  

Рассмотрим иллюстративный пример. Пусть подлежащая обработке выборка данных имеет 
вид, представленный в табл. 1. 

 
Таблица 1 

Выборка данных 

у 𝒙𝟏 𝒙𝟐 𝒙𝟑 
8 4 3 2 
9 13 11 7 
7 10 2 5 

13 4 6 12 
4 9 11 3 

 
Таким образом, 𝑛 = 5, 𝑚 = 3. 
Индексные множества 𝐽ଵ и 𝐽ଶ зададим в виде 𝐽ଵ =ሼ1,2ሽ, 𝐽ଶ =ሼ2,3ሽ, т. е. положим 𝐻 = 2.  
Будем строить однородную вложенную кусочно-линейную регрессию второго типа (5) в 

форме  𝑦 ൌ maxሼmaxሼ βଵ
ଵ𝑥ଵ,βଶ

ଵ𝑥ଶሽ, maxሼ βଶ
ଶ𝑥ଶ, βଷ

ଶ𝑥ଷሽሽ  ε,   𝑘 ൌ 1,5. 
В результате решения задачи ЛБП (7)–(17) получим следующую модель: 

𝑦 ൌ maxሼmaxሼ 0.69𝑥ଵ, 0.57𝑥ଶሽ, maxሼ0.57𝑥ଶ, 1.08𝑥ଷሽሽ  ε,   𝑘 ൌ 1,5. 

Приведём значения остальных переменных задачи: 
 

𝑆ଵ ൌ

⎝

⎜
⎛

1 0
1 0
1 0
0 1
0 1⎠

⎟
⎞

, 𝑆ଶ ൌ

⎝

⎜
⎛

0 1
0 1
0 1
1 0
1 0⎠

⎟
⎞

, 



 
 
 

𝑅 ൌ

⎝

⎜
⎛

1 0
1 0
1 0
0 1
1 0⎠

⎟
⎞

, 𝑉 ൌ

⎝

⎜
⎛

2.77     2.17
9           7.58
6.92      5.42
3.4           13
6.23      6.23⎠

⎟
⎞

, 

𝑤 = (2.77, 9, 6.92, 13, 6.23), 

𝑢 = (5.23, 0, 0.08, 0, 0), 

𝑏 = (0, 0, 0, 0, 2.23), 

ሺ𝑢  𝑏ሻ
ହ

ୀଵ

ൌ 7.54, 

где 𝑆ଵ=||𝑠ଵ ||, 𝑘 ൌ 1,𝑛 , 𝑖 ∈ 𝐽ଵ , 𝑆ଶ=||𝑠ଶ ||, 𝑘 ൌ 1,𝑛 , 𝑖 ∈ 𝐽ଶ , 𝑅=||𝑟 ||, 𝑘 ൌ 1,𝑛 , 𝑗 ൌ 1,𝐻 , 𝑉=||𝑣 ||, 

𝑘 ൌ 1,𝑛, 𝑗 ൌ 1,𝐻. 
Анализ полученных значений булевых переменных позволяет установить порядок срабаты-

ваний внешнего и внутренних максимумов. Например, в четвёртом наблюдении внешний макси-
мум реализовался на втором внутреннем максимуме, который в свою очередь сработал на незави-
симой переменной 𝑥ଶ. Много полезной информации содержат также матрица 𝑉 и вектора 𝑤, 𝑢 и 𝑏. 

Заключение. В работе задача вычисления оценок неизвестных параметров однородной 
вложенной кусочно-линейной регрессии второго типа на основе применения метода наименьших 
модулей сведена к задаче линейно-булева программирования с приемлемой для реальных ситуа-
ций размерностью. При этом значения булевых переменных указывают на порядок срабатывания 
внешнего и внутренних максимумов в рассматриваемой вложенной модели. Решён численный ил-
люстративный пример. 
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